


































































































































































































Refinemenl Calculus 

Lecture Notes Seamail Vol. 12 No. 8 -10 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Y :Jp,r] 
Y: [ q,r ] 

Y: [p,q ] 
Y: [p,r] 

[p,q ] 
Y: [p,q ] 

Y: [p,q ] 
I[ var x; Y,X: [p,q] ]1 

(p =} q) 

(p =} 

Y: [ 
abort 
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(2) x: [ C X:[X>O] 

(3) X, Y : [ X == Yo] c X: [ X == Yo ] 

(7: 

z
 

z
 

r
 
a
 
v
 

Z
 

Z
 

(5) X: [x < > O,p(x)] c x:== 7 
(9: 
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96 



4 . 洗練法日11

n
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、
E
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，
，

長
C帆

つ
つ

，
，
.
‘
、

同
国
ハ

法練洗

(Y: [true] C P) 

(m, q は自由な Xoを含まない)

yamaJlJ1 

4. i:先制!法目IJ

仔リ

X, y: [X = y, X = YO] C skip 

x: [X = Xo + y] C X:= X + ν 

x,y: [x=y+l] C x ,y : [x=2]; ν:= 1 
Y: [true] C P P は Yだけを変える

x: [x = ν+ 1] C.X: [x = y ]; x: [x = y , x = y 十 1 ] 

9 7 

yamaJリt
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(10) 

Lecture Notes Seamail Vol. 12 No. 8 -10 

洗練法則(つづき)と例

Y: [p八 (Vi • bi) , q ] 
if (口i • bi• Y: [p八九 ， q ])白

ν [x==OVx==l ， x+y==l] 

C if x == 0 → ν [x 二 0 ， x + Y == 1 ] 
口 x==l → ν[ x == 1, x + Y == 1 ] 
a 

亡 if x == 0 → ν:== 1 

口 x==l → ν:== 0 

自

Refinement Calcu¥us 

洗練法則(つづき)

(10) Y: [true , inv , -, (V i ・ bi) ] 
do (口 t ・ bi→Y: [bi , inv , 0三υαγくυαro]) od 

98 

2 r. 1日r

α， 
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反復文の導入

自然数a， bの最大公約数C を求めよ.

の最大公約数を (α ， b) と略記する.

めるプロ グラムは:

I[ conα， b : N ・

c: [α>0 八 b > 0, c = (a , b) ] 
] I 

反復文の導入(つづき)

注意・・・つぎが成立する:

(x , y) = (y , x) 
(ιν) = (X ,y-X) 
(x ,y) = (X-y ,y) 
(X ,X) = X 

'lnv 三 X>O 八 y>O 八 (X ， y) = (α ， b) 

9 9 

4. 洗練法則

yam匂1.)1

4 . 洗練法則

'1..11 
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反復文の導入(つづき)

Refinement Calculus 

Lecture No.t尉

。

o 

• 

29/65 

-, (x > y v x < y) ] ; 
c = (α ， b) ] 

I [var c, x , y: N. 
x ,y :=α， b 

[true , inv, 
[x = (α ， b) , 

x ,y 

x ,c 

] I 

亡

Refinement Calcu¥us 

。

反復文の導入(つづき)

[ x > y, inv , 2 三 x+y< α + b ] 

x , y: [x < y, inv , 2 三 x+y< α + b ] 

100 

x-y 
y-x 
Z 

x , y : 一今

ー令

Z 

C 

U 

x>y 

亡
一
仁
一
亡
一

y>x 

品
・
〈
〉
命
・

do 

口

od 

亡

30/65 



反復文の導入(つづき)

ログラムはつぎのようになる:

[con a, b : N ; 
var x, y, c : N ; 
丸 y :=α， b 

do x > ν → x :-x -y 

口 x<y → ν:- y-x 

od; 

c x 

過半数得票選挙

ある会の会長を選ぶ選挙がある.

Seamail Vol. 12 No. 8 -10 

会長は会員全員の投票で過半数得票者が選ば、れる.

会長が、誰かを知るプログラムを書け.

sm x α 

emα 

cm x α 

a.x > (#α) -;-2 

(ヨx: T ・ sm x α) 

emα=争 sm x α 

女 α.x は有限ヲIJαのなかに含まれている zの数.

女 #α は有限列αの長さ.

4. 洗練法日1)

yamaJlJ1 

5. 過半;z得票選挙

yamaJlJ1 
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プログラム仕様

Refinement Calculus 

Lecture Notes 

C T ・

ヲ貨

安

大

る.

女 α[i → j] は α[i]， α[i+1]，・・・ α(j -1] がつくる αの
長さ j-tの部分列.

33/65 

varαseqN T; x: 

[cm x α] 

seQN は長さ Nの有限列型.

α ↑ k は有限ヲoαの長さ kの先頭部分ヲ0.

α[k] は有限列αの k番目の要素但し O番から始め

Z 

補島

Refinement Calculus 

pnu 

F
R
u
v
 
'''' 
an' 

備
品u・

vari: N ・

i 0 ; 

do i ヂ N →

x: [cm x α ↑ 'l ,cm x α ↑ (i+1)] 

i :-i + 1 
od 

102 

洗練
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5 . 過半数得禁選挙

Seamail Vol. 12 No. 8 -10 

洗練つづき

if -，emα ↑ t → x: [-，emα ↑ 'l , cm x α ↑ (i + 1) ]命
日 smx a • t • x: [sm x a ↑し cmx α ↑ (i+1)] <) 

6 

c x :=α[i] 
o C skip 
N.B. cm 件-，em V sm 

.・.選択文が導入できた.

yam匂1J1

5. 過半数得票選挙

洗練つづき

変数c=α ↑ t-Z を導入してプログラムを簡単にしたい.

103 
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洗練つづき

Refinement CaJculus 

Lecture Notes 

N ・var 'l / [ 

α[i] Z 一今

一令

-，emα ↑ t 

smx α ↑ t 

t:=0; 

do i ヂ N

if 

skip 一今口

自

i+l Z 

od 

] / 
"7  

ιー

ム

37/65 

R怠finement CaJculus 

α ↑ t-Z ・

var i , c N 
initially c 
/[ 

X ， c α[i]， (a ↑ i).α[i] 

skip 
ー令

丸 c 0,0; 
do i ヂ N

if c < i -;.-2 
口 c>i-;.-2

一今

i+ 1,c+ 1 

ーイト

'l, C 

i :-i + 1 

104 

一今

ー令

z

z
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白
汀
口

a 
od 

] I 
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5 . 過半数得票選挙

Seamail Volo 12 Noo 8 -10 

洗練つづき

L x -:==α [i] ; c :ニ α ↑ 'l .x

L inv c ==α ↑ J.X 八ゴ< i; var j N ・

ム c 0,0; 
doj ヂ t →

od 

if X ==α[j] → 

口 z ヂ α[j]→
白

c, j :-c + 1, j + 1 
j :== j + 1 

これは残念ながら Nの 2乗に比例する計算量をもっプログラ

ムである.改良したい.

yamaJlJl 

5 0 過半数得票選挙

準備:補題 1

t Vα， b : seq T ・

sm x (α + +b) 

(対偶を証明)

二} sm x α Vsm X b 

-, (sm x αV sm x b) 三 (α.x 三 #α -7- 2) 八 (b.x 三 #b -7-2) 

・ .α.x+b.x == (α ++b).x 三 #α -7- 2+#b -7- 2 三 #(α++b) -7- 2

i.e. --, sm x (α + +b) 

105 
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準備:補題 2

補題 2 V a, b: seq T ・

--， emα 八 cmx b 二争 cm x (α + +b) 

注意

--， emα::::} --, s m x α 

cmx b 三--， em b v ヨ z ・ smx b 

1) --, em b 二今 --, em (a++b) (補題 1 と--， emα カ3 ら)

今 cm x (α + +b) 

2) ヨ z ・ sm x b ::::} V y ヂ z ・-， sm y b 

ニ今 Vy ヂ z ・--， sm y (α + +b) (補題 1 ) 

=争 cm x (α + +b) 

Relinement Calculus 

42/65 

改良版

x [cm x α] 

C varj N ・

x , j [ --，emα[0 → j] 八 cmx α[j → N]]

C 1 全--，emα[0 → j] 八 cmx α[j → i]

var i N ・

x ,j ,i [1 八 i = N] 

106 
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5 . 過半数得票選挙

Seamail Vol. 12 No. 8 -10 

改良版

["inv 1 八 j fEt 三 N"

~， J :- 0,0; 
do i ヂ N →

if ...，emα[0 → j] 八...，emα[j → i] →

x ,j [ ...，emα[0 → j] 八--，emα[j → i] ,I[i \i + 1]] .. 
口...，emα[0 → j] 八 smx α[j → i] →

x , j [ --，emα[0 → j] 八 smx α[j → i]，仰い +1]] <:; 

nn 
i :-i + 1 
od 

5 . 過半数得票選挙

改良版

品 C j ， x 九 α[i]

。 C skip 

yalnnjUi 

107 
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Refinement Calculus 

Lecture Note⑤ 
刀守主耳ノ
3之~} 1:ノ

ここでも変数c=α[j→ i].x を導入する.

91 V 92 が、成立する状態で h1 V h2 が成立し，
そのときまたん =} 9i も成立するなら，つぎがいえる.

pro92 fi 
バ
→

η
吋υ0

2

 

r
'
h
川

•
JP 

O
 
T
 
P
 

→ pro91 口 92
if h1 • 

if 91 
E 

そこでつぎのフログラムが、えられる.

45/65 

Refinement Calculus 

線形コード

var 2,), C N ・I [ 

九州]，。2 ， X ， C'ニ

skip 

し C:- i+l ,c+l 
i :-i + 1 

108 

一令

一今

九 j，c :-0,0, 0 ; 
do i ヂ N →

if c 三 (i-j)72

C>(i-j)72 

一→
ーイト

α[i] = x 
α[i] ヂ z

自;

if 

口

口

a 
od 

] I 

46/65 



線形コード(変形 1)
Seamail Vol. 12 No. 8 -10 

5. 過半数得票選挙

ここでさらに変数d : Z = 2c -(i -j) を導入し， c, J を
除去する.

選択文の蓋は d<O と d>Oになり c?j を除く前のプロ
グラムカず変形 1 で， c, J を除いたプログラムが変形 2

である.

yamaJlJI 

5 過半数得票選挙

線形コード(変形 1)

I [ var "', J, C N; d Z • 

九 j ， c, d :- 0,0,0,0; 
do i ヂ N →

if d 三 0 → j? 爪 c， d 二九 α[i]， 0, 0 
口 d>O → skip

白;

ifα[i] = x • i ,c,d:- i+1 ,c+l ,d+1 

口 α[i] ヂ z → i ，d :-i + 1, d -1 
a 
od 

] I 
109 
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Relinement Calculus 
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線形コード(変形 2)

I [ var i N; d Z • 

] I 

ふ d :-0,0; 
do i ヂ N →

if d < 0 • z?d :=α[i] ， 0 

口 d>O → skip

fi; 

ifα[i] == x • i ,d:- i+l ,d+l 
口 α[i] ヂ z → i ，d i + 1, d -1 
8 

od 

選択文の変形法則

変形 2 の 2 つの選択文は独立ではない . d<Oの分枝

から α[i] ヂ Zのそれへは続かない.選択文のつぎの変

形法則を注意する:

if (口 i . bi → progi) 白 ;prog

= if (ロト bi → progi; prog) 自

x :== e ; if (口 i . bi → progi) 白

= if (口 i . bi[X\e] • X : -e; progi) 白

この法則を変形 2 に適用したものが、変形 3 である.

110 



線形コード(変形3)
Seamail Vol. 12 No. 8 -10 

5 過半数得票選挙

if d < 0 • 
Z?d:=α[iJ， 0 ; 

ifα[i] == x • d :== d + 1 
口 α[i] ヂ z → d :== d -1 

a 
口 d>O →

ifα[i] == x • d :== d + 1 
口 α[i] ヂ z → d:二 d-l

8 

nn 
i :-i + 1 

YlLmILJ¥J1 

5 過半数得票選挙

選択文の変形法則

変形 3 の蓋を見なおしたものが、変形 4 であり­

true , false の蓋をもっ選択文の変形法則によって書
きなおしたものが変形 5 である.

if (口 i . bi → progi 口 false → prog) 白

= if (口 i . bi • progi) fi 

if true • prog fi == -prog 

111 
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線形コード(変形4)

if. d < 0 • 
if true 一令 Z?d:=α[i]， 0 ; d := d + 1 
ロ false • Z?d:=α[i]， 0 ; d := d -1 
自

口 d>O • 
if α[i] = x • d := d + 1 
口 α[i] ヂ z → d := d-1 
自

自

53/65 

Ref�ement Calculu. 

線形コード(変形5)

if d<0 • z?d :=α[i] ， l 

口 d>O • 
if α[i] = x • d := d + 1 
口 α[i] ヂ z → d := d-1 
自

自

112 
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選択文の変形法則

変形 5 の選択文の入れ子を展開して簡単にしたい.

つぎはそのための変形法則である.

if (0 i . bi • if (口 t ・ bi → pr09ij) 白川

= if (口九 j-bt 八 hj → pr09ij) 白

これを適用したものが変形6 である.

線形コード(変形6)

if d 三 0 → Z?d :=α[i] ， l 

口 d>O 八 α[i] == x • d :== d + 1 
口 d>o 八 α[i] ヂ z → d :== d -1 
8 

113 

5 過半:í l早島再選挙

yamaJIJI 

5 . 過半数得票選挙

‘ 1111 1・ 11.'1
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Refinement Calc叫US

r. R/ r，~ 

Lecture Notes 
刀~IIノ
主主JI:ノ

Seamail Vol. 12 No. 8 -10 

変形 6 をみると d>Oは初期条件が満たし代入文の実

行もそれを保存するから不変式である.蓋は d=O と

d ~ 0 としていい.そしてーを θ に変え dの型を Nに

する.そうしたものが変形 7 である.

N.B. α -b>O なら αeb=α -b

線形コード(変形7)

if d = 0 → x ， d ニ α[i] ， l

口 d ヂ O 八 α[i] = x • d := d + 1 
口 d ヂ O 八 α[i] ヂ z → d := de 1 
8 

114 



刀R lIノ
ゑJ ハノ

Seamail Vol. 12 No. 8 -10 

プログラムを簡単にするために不変式を考えた.蓋

を簡単にするために蓋と初期化についての変形法則

をつぎに示す.変形7 にこれを適用したものが、変形 8

である.

不変式が成立する状態で蓋 b と蓋 b' が同値であれば‘ b'

を bの代わりに使用していい.

ヨtT . 1 と初期条件I を変更して補助変数を除去でき

る.

線形コード(変形 8)

if d = 0 • z?d :=α[i]， d + 1 
口 d ヂ O 八 α[i] = x → x ， d α[i]， d + 1 
口 d ヂ O 八 α[i] ヂ z → d:二 del
自

115 

5. 過半致得票選挙

yan‘8JIJI 

5. 過半数得票選挙

)":'111:'1.11.11 
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Relinement Calculus 

62/65 

変形

変形 8 では選択文の分枝に共通文をもつものがある.

それをまとめる変形法則をつぎに示す.変形 8 にこ

れを適用しでまとめたものが変形 9 である.

if (口 t-bt → progi)

口 bl → prog

口 b2 → prog

a 
== if (口 i . bi • progi) 

口 bl V b2 • prog 
自

線形コード(変形9)

if d == 0 vα[i] == x • z?d :=α[i]， d + 1 
口 d ヂ O 八 α[i] ヂ z → d :== d e 1 
自

116 
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以上でかな ，り簡単になった.これを

if . . . then . . . else . . . end 構文によるプログラ

ムとして書いたものがつぎである.

最終コード

I[ var 九 d:N ・

]1 

ふ d :-0,0; 

do i ヂ N →

if d = 0 vα[iJ = x 
then x , d :-α[i]， d + 1 
else d :-d e 1 
fi; 

i :-i + 1 
od 

117 

5 過半量生得票選挙

yamaJIJI 

5 過半数得票選挙

ynmaJlJ1 
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